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Oberseminar: Perverse Garben

In diesem Semester behandeln wir die Theorie der perversen Garben. Wir beginnen
mit der topologischen Konstruktion von Schnittkohomologie als singulärer Kohomo-
logietheorie und behandeln danach die garbentheoretische Konstruktion nach Deligne.
Siehe zu den ersten Vorträgen auch [AGZT1], [A2]. Teilweise treten dabei subtile Pro-
bleme im Zusammenhang mit den Stratifizierungen der betrachteten Räume auf; hier
erlauben wir uns eine gewisse Nachlässigkeit.

Danach f̈uhren wir den Begriff der perversen Garbe ein, und studieren die Struktur der
so erhaltenen Kategorie. Als erste Anwendung nehmen wir die Springer-Korrespondenz
durch (dem Ansatz von Borho und MacPherson folgend). Zum Schluss bleibt noch Zeit
für eine weitere Anwendung — was genau, bleibt noch festzulegen: Vorschläge sind
erwünscht.

Ergänzung:Der Einführungsartikel [Ri] von Konstanze Rietsch behandelt auch den
größten Teil des Stoffs der Vorträge 1–6. Es kann sich auch ein Blick in das Buch
[HTT] lohnen.

1. Vortrag: Definition von Schnittkohomologie als singul̈are Koho-
mologie

Diskutiere das Problem, dass Poincaré-Dualiẗat für singul̈are Varieẗaten nicht gilt (Bei-
spiel!), und das Ziel, eine “bessere” Kohomologietheorie für singul̈are Varieẗaten zu
definieren, siehe [GM1], Introduction, [Ki]§1, insbesondere§1.1. Definiere den Be-
griff der topologischen Stratifizierung, [GM2] 1.1, [Ki] 3.3.1, Beispiele (z. B. der
Whitney-Regenschirm), siehe [Ki] 3.2.2.

Definition des KettenkomplexesICp und vonIHp, [GM1] 1.3, [Ki] 3.4, Beispiele.
Bemerke, dass man auch mit Koeffizienten in einem lokalen System arbeiten kann
(das nur̈uberX \Xsing definiert sein muss).

Beispiel [Ki] 3.5.1.

DerÜbergang zur Normalisierung, [GM1],§4, [Ki] 3.6.3. (Man kann die Konstruktion
der Normalisierung f̈ur allgemeine topologische Mannigfaltigkeitenübergehen, aber
der Begriffnormalsollte jedenfalls diskutiert werden.)

2. Vortrag: Schnittkohomologie als Garbenkohomologie

Definition der GarbenICi
p, [GM2], 2.1. Diskutiere, dass die Hyperkohomologie dieses

Komplexes tats̈achlich die GruppenIHp berechnet, [GM2] 2.1, [Ki] 5.2, 5.3.



Bemerke, dass man auch mit Koeffizienten in einem lokalen System arbeiten kann (das
nur überX \Xsing definiert sein muss).

Lokale Berechnung der Schnittkohomologie, [Ki] 3.8, [GM2] 2.4.

Die Anklebe-Eigenschaft, [GM2], 2.5, sollte ausführlich erl̈autert werden, das Ergeb-
nis von McCrory zitieren wir aber ohne Beweis.

3. Vortrag: Delignes Konstruktion von IC•
p

Siehe [GM2]§3. Die Charakterisierungen [AX1] und [AX2] sollten behandelt werden
(siehe loc. cit. 4.3, Lemma 1). Vgl. [A1]§2, insbes. Thm. 2.2.2.

Mit dieser Konstruktion kann man auf die Wahl einer Stratifizierung verzichten.

4. Vortrag: Verallgemeinerte Poincaré-Dualität

Mithilfe des vorhergehenden Vortrags ist der Beweis, dass Schnittkohomologie Poin-
caŕe-Dualiẗat erf̈ullt, einfach: [GM2] 5.3,simple proof, oder [A1].

Konstruiere die cup-Produkt-Paarung, [GM2], 5.2. (Zu den technischen Grundlagen
siehe [GM2]§1, [Bo] Ch. V §7.)

Beispiele

5. Vortrag: Perverse Garben

Wir beschr̈anken uns (jedenfalls, wo es Erleichterungen bringt) auf den Fall von kom-
plexen Varieẗaten und betrachten nur die mittlere Perversität.

Definiere die Kategorie der perversen Garben und diskutiere ihre Struktur, zum Bei-
spiel nach [A1] 4.2, 4.3, insbes. Thm. 4.2.10, 4.3.2. Vergleiche auch [BBD], [KW]. Der
technische Begriff dert-Struktur und des Verklebens vont-Strukturen muss diskutiert
werden, die Beweise können aber gek̈urzt werden.

6. Vortrag: Der Zerlegungssatz

Diskutiere den Zerlegungssatz, siehe [BBD] 6.2.5, [A1] 4.4 und [Ki] 6.5, wo auch ein
nettes Beispiel betrachtet wird.



7.+8. Vortrag: Die Springer-Korrespondenz

Wir richten uns nach [A1]§5. Siehe auch [KW] VI, [Sh], und die in diesen Quellen
gegebenen Referenzen. Siehe auch [AGZT2].

Nach Möglichkeit sollten “Anwendungen” (Berechnung der Kohomologie vonN , An-
zahl der unipotenten Elemente vonG(Fq)) angesprochen werden, außerdem die expli-
zite Beschreibung im Fall derSLn.

9., 10., 11. Vortrag

Zum Abschluss wollen wir eine weitere Anwendung der Theorie diskutieren. Möglich-
keiten ẅaren Lusztigs Charaktergarben [Lu], [La], die Resultate von Braden und Mac-
Pherson [BM]über die explizite Beschreibung der Schnittkohomologie gewisser Va-
rietäten mit einer Toruswirkung, oder etwas Anderes — vielleicht hat ja einer der Teil-
nehmer einen Vorschlag!
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1984,SB 2083.

[BM] T. Braden, R. MacPherson,From moment graphs to intersection cohomology,
Math. Ann.321(2001), no. 3, 533–551.

[GM1] M. Goresky, R. MacPherson,Intersection homology theory, Topology 19
(1980), 135–162.



[GM2] M. Goresky, R. MacPherson,Intersection Homology II, Invent. Math.72,
no. 1 (1983), 77-129.

[KW] R. Kiehl, R. Weissauer,Weil conjectures, perverse sheaves and`-adic Fouri-
er transform, Springer Erg. Math.42, 2001.

[Ki] F. Kirwan, Introduction to intersection homology theory, Pitman Research
Notes in Math., Longman 1988.

[HTT] R. Hotta, K. Takeuchi, T. Tanisaki,D-Modules, Perverse Sheaves, and Re-
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